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ASTRONOMIE






AVANT-PROPOS

La quatriéme Section des OEuvres de Henri Poincaré, qui comprend
les Tomes VII et VIII, groupe ceux des Mémoires qui traitent princi-
palement de Mécanique analytique, de Mécanique céleste et d’Astro-
nomie. Il est fait constamment appel dans ces Mémoires a des travaux
d’Algébre et d’Analyse figurant dans les Sections précédentes, notam-~
ment sur les courbes définies par les équations différentielles et sur les
séries trigonomélriques, qu’on trouvera dans les Tomes I et IV des
OFuvres. Inversement, le présenf Tome contient, entre autres, les
théories des coefficients de stabilité, des formes de bifurcation, des
équations aux varialions, des invariants intégraux, des propriétés des
solutions de l’équation de Mathieu. Le caractére d’unité qu’offre
Pceuvre de Henri Poincaré, qui se traduit par exemple par la résolution
d’un probléme du Calcul des variations au moyen de considérations
empruntées 4 I'Electrostatique, ainsi qu’on le verra plus loin, rendait
impossible une nette délimitalion des différentes Sections.

J. L.
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MECANIQUE CELESTE.

XVII. — Généralités sur les équations de la Dynamique
et de la Mécanique céleste [164, 166, 183, 187, 278, 280].

Les équalions de la Dynamique présentent des propriétés remarquables qui
ont été mises en évidence par Jacobi dans ses Forlesungen.

Quelles sont les conséquences plus ou moins immédiates de ces propriétés?
Quel parti peut-on en tirer pour la mise en équation des problémes de Dyna-
mique et en particulier ‘des problémes de Mécanique céleste? Telle est la
premiére question dont je veux parler ici.

J’ai été amené A passer en revue les principales propriétés des équations
canoniques [183, 278]. Les propriétés sont classiques; et je n’ai eu qu’a perfec-
tionner certains détails; en me servant surtout du caractére bien connu qui

(*) On n’a reproduit ici que les extraits de cette Analyse qui concernent les matiéres traitées
dans le présent Volume. Les Mémoires figurent sous les numéros qu’ils portent dans la biblio-
graphie qui suit ’Analyse. (J. L.)

H. P. — VII.
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permet de reconnailre si un changement de variables conscrve la forme
canonique des équalions.

Ce genre de transformations facilile la mise en équation du probléme des
trois corps; c’est ce que j'ai montré [164, 187]. On sait que dans le procédeé
classique on rapporte loutes les plancies & des axes mobiles passant par Ie Soleil
L’inconvénient est que la fonction perturbalrice n’est pas la méme pour toutes
les planétes. Un autre procédé consisle d rapporter chaque planéte au centre
de gravilé du systéme formé par le Soleil et loutes les planétes inféricures a celle
que Von considére. L'inconvénicnt est évité, mais la fonction perturbatrice est
un peu plus compliquée. J’ai proposé un troisicme procédé, dans lequel les
coordonnées de chaque planéte sont rapportées au Soleil, et sa vilesse a des
axes fixes.

Malgré les travaux dont les équalions canoniques ont ¢té Pobjet depuis
Jacobi, toutes leurs propriétés ne sont pas connues, ou plutol on n’a pas insisté
sur toutes les formes que peuvent revélir ces propriétés et qu’il peut étre utile
de connaitre. Si par exemple on étudie les équations aux varialions des équa-
tions de la Dynamique, ¢’est-d-dire les équations qui définissent une solution
infiniment peu différente d’une solution donnée, on rencontre des propositions
importantes sur lesquelles j’ai attiré attention [183, 278].

D’un autre c6té, j'ai éLé amend & introduire une notion nouvelle, celle des
invariants intégraux [183, 280]. Ce sont certaines inlégrales définies simples ou
multiples qui demeurent constantes, quand le champ d’intégration varie confor-
mément & une cerlaine loi définic par une équation différentielle. Si par
exemple on envisage les équations différentielles relatives au mouvement d'un
fluide incompressible, le volume est un invariant intégral.

Les ¢qualions canoniques de la Dynamique possédent des invarianls inté-
graux remarquables et I'exislence de ces invariants jetle une grande lumicére sur
leurs propriéids.

Pour en finir avee ces généralilés sur les équations de la Dynamique et le
probléme des rois corps, je signalerai un dernier travail [166]. On sait que
Bruns a démontré que le probléme des trois corps ne saurail admellre d’autre
intégrale algébrique que les intdgrales classiques. Malheurcusement dans sa
démonstration subsistait une lacune grave et particuliérement délicate a
combler. J’ai é1é assez heurcux pour mettre la belle et ingénieuse démonstration
de M. Bruns a I'abri de toute objection.
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XVIII. — Probléme des trois corps; propriétés qualitatives
[38, 92, 163, 167, 183. 204, 278, 280].

Ce qui va suivre est le développement naturel des méthodes dont il a été
question plus haul au paragraphe V et leur application a la Mécanique céleste.

Jai montré de diverses maniéres [183, 278] qu’en dehors des intégrales
classiques le probléme des trois corps n'admet pas d’intégrale analytique et
uniforme, et il en résulterail que la pluparl des séries proposées jusqu’ici pour
I'intégration de ce probléme, de méme que celles dont il sera question dans le
paragraphe suivant ne sont pas convergenles et ne peuvent élre utilisées que
dans un calcul approché. .

D’aprés ce qui précéde, il semble qu’il soit impossible en général d’exprimer
les distances muluelles des astres par des séries purement lrigonométriques
convergentes. Mais il est des cas particuliers ou les séries auxquelles on est
conduit ne contiennent qu’un seul argument et ou leur convergence est évi-
dente. En effet, j’ai démontré [38, 92] que, dans le probléme des trois corps,
on peut choisir les éléments initiaux du mouvement de telle facon que les
distances mutuelles des Lrois masses soient des fonctions périodiques du temps.
On est ainsi amené 4 une solution particuliére du probléme, que I'on peut
appeler périodique. -

Ces solutions périodiques sont de trois sorles : dans les unes, les inclinaisons
sont nulles et les excentricités trés petites; dans d’autres, les inclinaisons sont
nulles et les excentricités finies; dans d'autres, enfin, les inclinaisons sont finies
et les excentricités trés petites.

Je suis revenu [183, 278] sur ces solutions périodiques et je les ai étudiées
en détail. Les procédés dont je me suis servi pour démontrer leur existence
sont trés simples et se raménent au calcul des limites.

Mais on peut arriver a cetle démonsiration par une voie toute différente,
qu’il pourra é&tre souvent ulile d’adopter, mais dont je n’ai pas encore tiré tout
le parti possible. Supposons par exemple que 'on recherche les géodésiques
d’une surface indéfinie présentant la méme forme générale qu’un hyperboloide
a une nappe. On sera certain alors qu’il doit y avoir une géodésique fermée
(correspondant a une solution périodique) parce que, parmi toutes les courbes
fermées que l'on peut tracer sur la surface et qui en font le tour, il doit y en

avoir une qui est plus cqurte que toules les autres.
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Les mémes principes sont susceptibles d'étre appliqués a divers problémes
de Mécanique, grace au principe de moindre action que Pon peut employer soit
sous la forme que lui a donnée Hamilton, soit sous celle que lui a donnée
Maupertuis. Je n’ai fait qu'esquisser cette méthode dont il y a sans doute
encore beaucoup A tirer.

Outre les solutions périodiques, les ¢quations du probleme des trois corps
admettent aussi d'autres solutions remarquables que jappelle asympto-
tiques [ 183, 278]. Ce qui caractérise ces solutions ¢’est qu’elles se rapprochent
indéfiniment d'une solution périodique, ou bien qu’elles s’éloignent sans cosse
d’une solution périodique dont elles sont infiniment rapprochées pour £ = —ce.

D’autres solutions remarquables sont plus difficiles encore a apercevoir [280].
Je citerai d’abord les solutions périvdiques de deuxiéme espéce, cavactérisées
par ce fait que deux des corps se rapprochent périodiquement de facon a
presque se choquer.

Nous avons encore les solutions périodiques de deuxicme genre; si on fait
varier d'une maniére continue un des paramétres dont dépend le probléme, par
exemple 'une des masses, on voit une solution périodique du premier genre se
déformer d’une facon continue, sa période restant égale & T. A un certain
moment, cette solution se dédouble pour ainsi dire, ou plutot se détriple, je
veux dire qu’d un certain moment on a trois solutions périodiques trés peu
différentes; 'une d’elles a encore pour période T, les deux autres ont pour
période un multiple de T'. Ce sont les solutions périodiques du deuxiéme genre.

Je parlerai enfin des solutions doublement asymptotiques, Pour £:: - oo,
elles sont infiniment voisines d’une solution périodique, puis elles s’en éloignent
beaucoup, ensuite elles s’en rapprochent de nouveau, de telle sorte gue pour
¢ =+ oo, clles en sont encore infiniment voisines.

Pour étudier les propriétés et les rapports de ces différentes solutions, je me
suls servi des invariants inlégraux. Cies rapports sont trés compliqués, de sorte
que cette étude est éminemmeunt propre & mettre en évidence la difficulté du
probléme des trois corps.

Je n'ai pu résoudre rigoureusement et complétement le probléme de la stabi-
lité du systéme solaire, en entendant ce mot dans un sens strictement mathé-
matique. L'emploi des invariants intégraux m’a cependant permis [183, 280]
d’atteindre certains résultats partiels, s’appliquant surtout au probléme dit
restreint, ot les deux corps principaux circulent dans des orbites sans cxcen-
tricité, pendant que le corps troublé a une masse négligeable. Dans ce cas, si



ANALYSE DE SES TRAVAUX SCIENTIFIQUES. 5

on laisse de c6té certaines trajectoires exceptionnelles, dont la réalisation est
infiniment peu probable, on peut démontrer que le systéme repassera une
infinité de fois aussi prés que ’on voudra de sa situation initiale. C’est ce que
j’al appelé la stabilité a la Poisson.

XIX. — Probléme des trois corps; de’veloi)pements approchés
et applications [47, 97, 115, 133, 149, 158, 159, 183, 208, 210, 214,
215, 216, 279].

Tous les théorémes dont il a été question dans le paragraphe précédent ont
un caractére commun, ils sont rigoureux. Ceux dont je vais parler mainlenant
ne seront en général qu'approchés et auront par conséquent avant tout un
inlérét pratique. Ce sont cependant les seuls dont les astronomes fassent et
puissent faire effectivement vsage.

Dans quelles conditions ces séries divergenles peuvent-elles étre utilisées
avec succes ? CGest ce que j’ai cherché a éclaircir ([279], Chapitre intitulé Calcul
Sormel). J’ai montré dans quelles limites cet emploi est légitime, comme ’est,
pour citer un exemple célébre, celui de la série de Stirling, et j'ai fait voir que
les régles du calcul de ces séries sont les mémes que celles de séries ordinaires.

Jal justifié ainsi 'emploi que font les astronomes de ce genrc de développe-
ments; ¢t en particulier des développements trigonométriques. J’ai cherché en
outre a perfectionner les méthodes qui permettent de les former.

Rappelons en quelques mots comment le probléme se pose.

On ne peut résoudre le probléme des n corps que par approximations succes-
sives, el la premiére 1dée qui s’esl présentée a consisté a développer les coor-
données des astres en séries ordonnées suivant les puissanccs des masses. Clest
sur cetle idée qu’est fondée toute la Mécanique céleste ancienne. Mais quels que
soient les services qu’aient rendus autrefois ces anciens procédés et qu'ils soient
capables de rendre encore, on n’a pas tardé a s’apercevoir de leur insuffisance
et de leur impuissance & donner une approximation indéfinie. Dans les dévelop-
pements auxquels ils conduisent, on voit en effet le temps entrer non seulement
sous les signes sinus et cosinus, mais en dehors de tout signe trigonométrique.
Ce fait suffit pour démontrer que le champ ou les anciennes méthodes
conservent leur efficacité, quelque étendu qu’il puisse étre, est certainement
limité.

C’est ce qui explique les efforts qu’ont faits les géométres pour remplacer
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les séries anciennes par des développements purement trigonométrigques. Dans
ces derniers temps, on a proposé deux méthodes remarquables qui paraissent
atteindre compldtement ce but. La premicre est celle de M. Gyldén, qui est
fondée sur lemploi des fonctions elliptiques; la seconde est celle de
M. Lindstedt, dont je me suis surtout occupé.

Dans cetle dernicre méthode, un arvtifice ingénicux permet & chaque approxi-
mation de faire disparaitre les termes séculaives qui peuvent s'étre introduits.
11 est aisé de voir que cet artifice réussira toujours s'il 0’y a qu'un terme a faire
disparaitre; mais il n’en serait plus de méme §'il 8’¢lait introduit & la fois deux
termes séculaires. I est facile de vérifier d'ailleurs que, dans les premiéres
approximations, on n'a a se débarrasser que d’un seul terme; mais on peut se
demander s'il doit en étre toujours ainsi. Un examen superficiel pourrait faire
croire le contraire, et méme M. Lindstedt était disposé & penser que sa méthode
ne réussirait que s’il 0’y avait entre les arguments aucune relation lindaire.

Je suis parvenu & démonirer que le terme séeulaire qui peut apparaitre a
chaque approximation est toujours unique et que, par conséquent, la méthode
de M. Lindstedt est toujours applicable [97]. Pour cela, j’ai cu recours & un
théoréme qui semblait ne se rapporter en aucune fagon A la question, c¢’est-
d-dire au théoréme de Green.

J’aurais pu également, comme je Uai fait ensuite [ 115, 1337, employer les
invariants intégraux ou bien me servir des théoremes de Jacobi sur les équations
de la Dynamique.

La méthode de M. Newcomb est fondée sur les mémes principes; mais elle
s’applique plus naturellement aux cas les plus généraux du probléme des trois
corps. J'y ai apporté de notables perfectionnements [ 183, 279, 208 . La méme
question se posait que pour la méthode de M. Lindstedt. On pouvait disposer
de certaines arbitraires pour faive disparaitre les termes séculaives; mais il y
avait deux fois plus de termes a faire disparaitre que d’arbitraires. Ilcureusement
chaque fois que on fait disparaitre I'un de ces termes, un autre disparait spon-
tanément. Je me suis servi de la méthode de Jacobi [279] pour démontrer cette
disparition spontanée ot la possibilité du développement. Une fois cette possi-
bilité établie, j’ai donné ([279], Chapitre XIV) le moyen de former effective-
ment et directement les séries.

Il y avait ]a toutefois un grave inconvénient, puisqu’il fallait dans deux
analyses entiérement séparées démontrer la possibilité du développement et en
calculer les coefficients. Ayant remarqué qu'une cerlaine cxpression devait étre
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différentielle exacte, j’en ai profité pour modifier la méthode ([279], Chap. XV).
Certaines intégrations peuvent étre évitdes et remplacées par des différentiations
ou des opéralions algébriques; il en résulte d’abord que la possibilité du déve-
loppement devient presque évidente. De plus les calculs sont simplifiés. La
partie la plus pénible du calcul, bien qu’elle ne présente aucune difficulté théo-
rique, est en effet la substitution des valeurs approchées des variables dans
les deux membres des équations différentielles. La méthode nouvelle permetde
diminuer de prés de moilié le nombre de ces substitutions.

Mais on peut aller plus loin encore dans cette voie. G'est ce que j’al montré
plus tard [208]. Je me suis servi d’une expression différentielle exacte analogue
a celle dont je viens de parler et j’ai pu diminuer encore le nombre des substi-
tutions et des intégrations. On remarquera que le théoréme de Poisson (inva-
riabilité des grands axes en tenant comple du carré des masses) devient
presque intuitif.

Tous ces procédés se trouvent en défaut quand les moyens mouvements sont
prés d’éire commensurables. Il faut alors employer une méthode dérivée de celle
de Delaunay. Dans l'invention premiére de cette méthode, jai été devancé de
quelques jours par M. Bohlin, mais j’y ai apporté divers perfectionnements en
me servant toujours des mémes principes. Je me bornerai & dire que cette
méthode permet de discuter les cas singuliers dits « de libration » on il y a

commensurabilité exacle entre certains mouvements moyens.

Quelle relation y a-t-il entre toutes ces méthodes et avec les anciens procédés?
Telle est la question que je me suis posée [210], et j’ai montré qu’on pouvait
envisager certaines séries qui embrassent pour ainsi dire toutes ces méthodes.
En groupant les termes d’une certaine maniére, on retombera sur les anciennes
méthodes. Avec d’autres modes de groupement, on tombera sur la méthode de
Newcomb, ou bien encore sur celle de Bohlin.

Tous ces procédés s’appliquent naturellement a la Lune. Dans la théorie
de cet astre, ils sont méme plus nécessaires que partout ailleurs. C'est dans les
théories lunaires les plus récentes, comme celles de Hill et de Brown, que I'on
voit le mieux 'importance des solutions périodiques dont j’ai parlé plus haut.
Jai donné [214] une méthode pour délerminer le mouvement du périgée de la
Lune qui différe de celle de Hill. Mais j'altirerai plut6t I’altention sur un
autre M¢émoire [216] ou j'applique a notre satellite les procédés du
Méwmoire [208]. Ces procédés seraient surtout utiles pour obtenir un dévelop-
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pement purement littéral des coordonndes de la Lunce. Jai signalé en passant
diverses circonstances curicuses el presque paradoaales,

Toutes les séries dont je viens de parler ne peuvent étre employées qu’an
point de vue du caleul formel el par conséquent du ealeul approché. Fai
insisté & diverses reprises sur ce point important | 183, 278, 270, 158, 154,

Toutes ces méthodes si diverses peuvent étre employées pour se servir
mutuellement de vérification, sans trop de caleuls supplémentairves. Je citerai
surtoul un procédé de vérification fondé sur Pemploi des invariants inté-
graux [149].

L Y P

XXI1. — Equilibre d'un fluide en rotation et figure des planétes
[54, 56, 63, 72, 91, 15, 96, 108, 111, 203, 212].

Je me suis occupé également d’'une autre question de Mécanique céleste que
I'on peut énoncer ainsi : .

Une masse fluide homogéne ou hétérogéne est animée d'un mouvement de
rotation autour d'un certain axc. e plus, ses molécules s'atlirent d'aprés Ia
loi de Newton. Quelles sont les formes d’équilibre qu’elle peut affecter?

C’est Ja un probléme qui a beaucoup occupé les géométres depuis plus d’un
siécle et demi, et dont I'importance se comprend sans peine.

Dans le cas de ’homogénsité, auquel nous nous restreindrons, deux solutions
étaient depuis longtemps connues : Pellipsoide de révolution et Pellipsoide a
trois axes inégaux de Jacobi. Mais les conditions de stabilité de I'équilibre
n’avaient pas été étudiées.

On ignorait §’il y avait d’autres formes possibles quand M. Mathiessen et,
aprés lui, Sir W. Thomson, annoncérent existence de figures annulaires d'équi-
libre. Mais la démonstration donnée par ces deux savants n’était pas parfaite-
ment rigoureuse; d’ailleurs, M. Mathiessen supposait a priori que la section
différait trés peu d’une cllipse. J'ai montré [63] que cette hypothése, légitime
quand la section de l'anncau est Lrés petite, est erronée dans le cas général, ce
qui rend trés doutense U'existence de certains anncaux trés aplatis que le savant
de Rostock avait appelés anneauz 8.

Jai donc cru nécessaire de faire une étude plus approfondie de ces figures
[84, 94, 98]. J’ai mis & I'abri de toute objection la démonstration de leur
existence et montré comment on peut en déterminer les principaux éléments
avec une approximation indéfinie.
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Pour la détermination de ces éléments, j’ai fait usage d’'une méthode que
M= Kowalevski avait déja employée dans son Mémoire sur I'anneau de Saturne
et qui est fondée sur lo développement des périodes d'une fonction elliptique
en séries ordonnées suivant les puissances croissantes du module.

Il convient d’observer que ces anneaux sont des figures d’équilibre instable.

Dans un Mémoire plus élendu [72], j’ai repris la méme question, en déve-
loppant les résultats obtlenus dans deux Notes antérieures [56]. Une premiére
difficulté se présentait sur ma route. Quand il s’agit d’intégrer de simples équa-
tions différentielles, la méthode des approximations successives est pacfailement
justifiée, parce que l'existence de l'inlégrale a été tout d’abord rigourement
démontrée. Tl n’en est plus de méme dans le probléme actuel qui est beaucoup
plus compliqué; il peut rester au sujet de la légitimilé de cette méthode
quelques doutes qu’il s’agissait d’abord de dissiper. Pour démontrer rigoureu-
sement Iexistence des diverses solutions du probléme, j’ai employé un procédé
tout a fait analogue a celui dont j’avais fait usage dans mes recherches sur les
solutions périodiques du probléme des trois corps et ou je prends pour point
de départ un théoréme de M. Kronecker.

On reconnait d’abord que les diverses figures d’équilibre d'une masse fluide
forment des séries lindaires; dans une méme série, ces figures dépendent d’un
paramétre variable. Telles sont la série des ellipsoides de révolution et celle des
ellipsoides de Jacobi. Mais il peut arriver qu’une méme figure appartienne & la
fois & deux séries dilférentes. G’est alors une figure d’équilibre de bifurcation.

A chaque figure esl atlachée une suite infinie de coefficients, que jappelle
coefficients de stabilité, parce que la condition de la stabilité est qu’ils
soient tous positifs. Quand un de ces coefficients s’annule, ¢’est que la figure
correspondante est de bifurcation.

Ainsi, si en suivant une série de figures d’équilibre on voit s’annuler un des
coefficients de slabilité, on saura qu’il existe une autre série de formes d’équi-
libre a laquelle appartient la figure de bifurcation.

Un aulre résultal, c’est que les deux séries lingaires dont cette figure fait
partie échangent leur stabilité. Si, en suivant I'une des séries, on ne rencontre
que des équilibres stables jusqua la figure de bifurcation, on n'y trouvera
plus ensuite que des figures instables. Les figures stables appartiendront 3
Iautre série.

Ces principes, appliqués & divers problémes déja traités par Laplace, m’ont
permis d’en compléter la solution.

H. P. — VIL 2
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Pour teouver les formes d’équilibre d'une masse fluide en rotation qui
different peu 'un ellipsoide, il faut rechercher siy parmi fes ellipsoides de
révolution et cenux de Jacobi, il y a des figures de bifurcation. Pour cela il faut
calculer les coeflicients de stabilitd de ces ellipsoides. On trouve que ces coefli-
cients dépendent des fonctions de Lamé.

Jai done du faive de ces fonetions une dtude approfondie. Jar démontrd
d’une maniére nouvelle que ces polynomes ont toutes leurs racines réelles ot
Jai étudié la maniére dont ces racines se répartissent.

En égalant a zéro les divers coeflicients de stabilité, on obtient des dquations
qui sont (ranscendantes, mais (ui peuvent néanmoins se disenter d'une maniére
compléte. Cette discussion montre que, parmi les ellipsoides de révolution,
comme parmi les ellipsoides de Jacobi, il y a une infinité de figures de
bifurcation.

Il résulte de la qu'il y a d’autres formes d"équilibre que les ellipsoides et les
anneaux. Ces figures nouvelles sont en nombre infini; elles sont convexes et ont
toutes un plan de symétrie. Quelques-unes n'en ont qu'un: d'autres sont de
révolution; d’autres enfin ont plusieurs plans de symétrie passant par Uaxe.

11 restait & ¢tudier les conditions de stabilité de Uéquilibre. Jai distingué, a
I'exemple de Sir W. Thomson, la stabilit¢ séculaire, qui subsiste lorsqu'on
tient compte de la viscosité, et la stabilité ordinaire, qui n'a licu que lorsqu’on
néglige celte résistance. En ce (ui concerne la premiére de ces stabilités, jai
montré qu’elle appartient aux ellipsoides de rdvolution, moins aplatis que celui
qui est en méme temps un ellipsoide de Jacobi, et que Ies ellipsoides de Jacobi,
qui satisfont & une certaine condition, en jouissent dgalement, Les autres ellip-
soides sont instables et il en est de méme des figures anuulaires. Quant aux
autres figures nouvelles que j'ai découvertes, elles sont toutes instables. a
I'exception d’une d’entre elles qui est pour ainsi dive piriforme.

Jai donnd aussi une méthode pour déterminer les conditions de la stabilité
ordinaire, mais je n'en ai fait qu’une application partielle qui permet, toutefois,
de reconnaitre que cetle stabilité peul subsister quand la stabilité séculaire
a cessé.

Je ne puis d’ailleurs micux résumer tous ces résultats qu’en faisant hypo-
thése suivante :

Imaginons une masse fluide se contractant par refroidissement, mais asse
lentement pour rester homogene et pour que la rotation soit la méme dans
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loutes ses parties. D’abord trés voisine d’une sphére, la figure de cetle masse
deviendra un ellipsoide de révolution qui s’aplatira de plus en plus; puis, a4 un
cerlain moment, se transformera en un ellipsoide & trois axes inégaux. Plus
tard, la figure cessera d’éire ellipsoidale et deviendra piriforme, jusqu’a ce
qu’enfin la masse, se creusant de plus en plus dans sa partie médiane, se scinde
en deux corps dislincts et inégaux. _

L’hypothése qui précéde ne peut certainement s’appliquer au systéme
solaire. Quclques astronomes ont pensé qu’elle pourrait étre vraie pour
certaines étoiles doubles, et que des étoiles doubles du type de $ de la Lyre
présenteraient des formes de transition analogues a celles donl nous venons de
parler.

Dans un de ces Mémoires [94], j'ai montré qu’aucune forme d’équilibre
stable n’est possible si la vitesse de rotation dépasse une certaine limite.

On peut faire de ce principe une application aux anneaux de Saturne.
Clerk Maxwell a démontré que ces anneaux ne peuvent étre solides et que, s’ils
sont fluides, leur densisé ne peut dépasser les 3/100 de celle de la planéte.
D’autre part [96], je démontre que, si les anneaux sont fluides, ils ne peuvent
étre stables que si leur densité est supérieure au 1/16 de celle de Saturne.
L’analyse semble donc confirmer I’hypothése de M. Trouvelot, qui considére
les anneaux comme formés d’une multitude de satellites extrémement petits et
ne croit pas pouvoir expliquer aulrement cerlaings apparences observées.

J'ai donné [108] une démonstration plus simple d'un théoréme de
M. Liapounoff, en vertu duquel la sphére correspond au maximum de la
fonction potentielle, et je suis encore revenu a diverses reprises sur des ques-
tions analogues [111, 212] en donnant quelques égalités etinégalités curieuses.

M. Radau avait remarqué qu’aucune hypothése ne peut rendre comple &
la fois de l'aplatissement adopté et la valeur observée de la précession. Dans
deux articles consacrés ala figure de la Terre [203 ], j’ai confirmé la conclusion
de M. Radau.
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SUR
L’EQUILIBRE D’UNE MASSE FLUIDE
ANIMEE D’UN MOUVEMENT DE ROTATION

Comptes rendas de O deadémie des Seiences, U100, pe 346308 (4 février 1885),

Daus la deuxidme édition de leur T'radté de Philosophie naturelle,
MM. Tait et Thomson énoncent sans démonstration le résultat suivant, au
sujet de la figare d'équilibre d’une masse Huide homogene, dont toutes les
molécules s’attirent suivant la lot newtonienne et qui est animée d'un mouve-
wment de rotation autour d’un axe. Outre les figures ellipsoidales bien connues,
il y a, d’aprés les géomatres anglais, une autre forme d'équilibre, qui cousiste
en une surface annulaive de révolution analogue & un tore.

Je suis parvenu a retrouver la déwonstration du résultat de MM. Tait et
Thomson ¢n m’appuyant sur le principe suivant, qu’il est aisé d’établiv

rigoureusement :

Si un systéme quelconque, en Gquilibre stable sous Paction de certaines
forces, vient a éire soumis a des forces perturbatrices infiniment petites, il y
aura, pour ce nouvel état de forces, une nouvelle position d’équilibre stable
infiniment voisine de la premiére.

J'ai cherché ensuile & déterminer les principaux ¢léments de la surface
annulaire d’équilibre. A cet effet, j’ai choisi les unités de masse et de temps de
telle fagon que la densité de notre masse {Inide soit égale a 1 et que P'unité de
force soit l'attraction newlonienne de deux unilés de masse & unité de
distance. C’est ce qui est le plus convenable dans une étude théorique.

Jappelle R la distance du centre de gravité de la section méridienne a l'axe
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de révolution. La section méridienne admet un axe de symétrie qui est la
perpendiculaire abaissée de son centre de gravilé sur 'axe de révolution.
J'écrirai I'équation de cetle section méridienne, en prenant pour pdle le centre
de gravité, et pour axe polaire I'axe de symétrie. L’équation s’écrira alors

=7r-+Bcos29+ yecosdo +...,

By

B ety étant des conslantes telles que les rapports {)—;, 23 <y e+ soient
rés pelils.

Cela posé, jai négligé d’abord 8, v, ... de fagon que la surface se réduise a
un tore de rayons R et r, et j’ai cherché a exprimer le potentiel V en un point
quelconque de la surface du tore. J'y suis arrivé & I'aide des séries qui donnent
les périodes K et K/ d’une fonction elliptique, développées selon les puissances
de k2 et de logk. On trouve que V, qui ne dépend évidemment que de 'angle ¢,

peut se développer suivant les puissances de r, de - 7 de log - et de cosg. Les

coefficients de cette série s’expriment par des intégrales définies.
Si l'on tient compte des quantités appelées plus haut 3, v, ..., on devra
ajouter & V cerlains termes correctifs. Il faudra enfin disposer de la vilesse

angulaire o et des cocfficients 3 el y, de fagon que 'expression

vV + ‘—',);"(Pm—pcosq:)'l

soit indépendante de ¢. On trouve ainsi (!)

me= z f: log g.[i I_Ef
L R\ 8
) R
en négligeant des termes de I'ordre de log c
On obtient de méme
5 r? 8R r3
B: —1—6 "3 IOgT +KR0)

K étant une constanle numérique qui s’exprime par une intégrale définie.
Les autres coefficients v, 8, ... sonl infiniment petits par rapport a p, de

sorte que la section méridienne peut étre assimilée 4 une ellipse dont Vaplatis-

2

.. hw
sement serait — -
4w

(1) Cette formule et les suivantes ont été légérement modifiées par H. Poincaré. Voir ci-aprés,
p- 23, et aux Notes, Figures annulaires. (J. L.)
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Le moment de la quantité de mouvement est uppmxima(ivemcnl

, ‘% SR &3 SR
oot pd m\/}z lngul: == MrR " log o

M désignant la masse du fluide.
La méme méthode pourrait sappliquer & une autre solution du méme

probléme, énoncée également sans démounstration par MM. Tait et Thomson et
ou la masse fluide se répartit en plusieurs anneaux concentriques.
Je n’al pu encore approfondir la question de la stabilité de ces masses
annulaires. J’ai fait seulement, en passant, une remarque que je crois nouvelle,
Si la vitesse angulaire m est supérieure & yar (avee les unitds adoptées), il

n’y a plus pour la masse {fluide aucune figure d’¢quilibre stable possible.
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Bulletin astronomique, 1. 2, p. 10g-118 (mars 1885).

On s’est préoccupé depuis longtemps de déterminer les figures d’équilibre
d’une masse fluide homogéne donl toutes les molécules s’altirent d’aprés la loi
newtonienne et qui est animée d’un mouvement de rotation autour d’un axe.
On est méme arrivé assez promptement a deux solutions du probléme, les
ellipsoides de révolution et les ellipsoides de Jacobi; mais on ignorait jusqu’a
ces derniers lemps s’il existait d’autres figures d’équilibre possible. Dans la
derniére édition de leur 7'raité de Philosophie naturelle (1 vol., II°¢ Part.,
p. 332), MM. Tait et Thomson ont énoncé sans démonsiration un certain
nombre de résultats fort intéressants. Ils annoncenl, par exemple, trois classes
nouvelles de figures d’équilibre, a savoir :

1° Un systéme de deux ou plusieurs masses sphéroidales, animé d’un mou-
vement de rotation commun aulour d’un certain axe dans I’espace.

2° Une surface annulaire de révolution, analogue a un tore.

(1) Je viens de recevoir communication d'un Mémoire de M=e de Kowalewski dont je n’avais
pas connaissance au moment ol j'ai rédigé le présent travail. Ce Mémoire, intitulé Zusdtze und
Bemerkungen zu Laplace’s Untersuchung iiber die Gestalt der Saturnsringe, a été écrit en
1874 et envoyé A cette époque 3 I'Université de Gottingen; mais il vient seulement d'étre
imprimé dans le n° 2643 des .4stronomische Nachrichten. Bien que le probléme traité par la
savante mathématicienne ne soit pas tout a fait le méme que celui dont je me suis occupé, son
analyse se rapproche beaucoup de la mienne et je n’ai ajouté que peu de chose aux résultats
qu’on pourrait facilement déduirc de son Mémoire.

H. P. — VIL 3
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3 Un sysieme de plusieurs anneaux concentriques, animds d'une méme

vitesse de rotation autour de leur axe commun.

Je n'ai rien & ajouter sur la premiére solution, qui est celle & laquelle on est
conduit en envisageant le systéme d'une planéte et d’un satellite dont Pexcen-
tricitd serait nulle el dont les deux vitesses de rotation seraient dgales entre
elles et a celle de révolution: ou bien encore le systéme de plusieurs masses se
mouvant en restant en ligne droite, conformément an principe du Chapitre VI
du livee X de la Mécanique céleste de Laplace.

Mais je crois utile de revenir sur la deuxiéme solution, en donnant une
démonstration du résultat de MM. Tait et Thomson et en cherchanta déter-
miner approsimativement les principaux éléments de la figure annulaire
d’équilibre.

Dans des questions de celle nature, on ne peut compler sur les methodes
Fapproximation successive pour démontrer rigourcusement la possibilité
J"une solution. 1l faut au contraire faire usage de considérations de continuité.
ainsi que je I'ai fait dans ma Note sur certaines intégrales particuliéres du
probléme des trois corps (). I/existence de la solulion une fois rigourcusement
stablie, on se sert ensuite des méthodes habituelles pour la calculer approxi-
mativement.

Je choisicai les trois unités fondamentales de longueur, de temps et de
massse de lelle fagon que la densité de la masse fluide que je considére soit
égale a 1 ot que Uunité de force soit Pattraction newtonienne de deux unités
de masses a l'unité de distance. J'envisagerai une figure annulaire de révolution
trés peu dilférente d’un tore. Jappellerai R la distance du centre de gravité de
la section méridiennc a I'axe de révolution. Je supposerai de plus que la
perpendiculaire abaissée sur laxe de révolution de ce centre de gravité soit un
axe de symétirie de cette seclion méridienne.

Il reste & éerire Péquation de la scction méridienne. Pour cela je prendrai
pour pole le centre de gravilé et pour axe polaire I'axe de syméirie de cette
section, et jaurai pour cetle équation, en appelant p ct ¢ les coordonnées
polaires, ()

p == r et 32 COS2¢ - i3 €083 o . .- Bpcosne -t ..

(') QEuvres de H. Poincaré, ce Tome, p. 233,
(*) Voir aux Notes, Figures annulaires.
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Je supposerai que les rapports II?" —[:;1‘ sont trés petits, ainsi que la vitesse

angulaire de rotation .
Jenvisagerai le potentiel V et 'énergie potentielle W :
s [dm _ /‘a’m am'’
V= / AOWE, 5,

.

dm eldm' désignant deux éléments de masse de notre (luide, A étant la distance
de 'élément dm au point P dont les coordonnées sont z, y et z, et ¢ étant la
distance des deux éléments dm et dm/. Le potentiel V est une fonction de z, y
el z, tandis que W est une constante qui ne dépend que de la forme de la
surface.

Pour que la surface soit une figure d’équilibre, il suffit que l'expression

w?2f
W4 —,
2

ot I est lc moment d’inertie de la surface par rapport a son axe de révolution,
voie s’annuler toutes ses dérivées premiéres par rapport a R ot aux f.

Etudions donc les variations de celte expression quand on fail varier o, r, R,
et les B, et montrons que ces dérivées devront s’annuler pour des valeurs de
ces quantités variables satisfaisant aux conditions de grandeur relative que
nous nous sommes imposées.

Soient dS et dS' deux éléments de Paire de la section méridienne, y et y' les
distances de ces ¢léments a 'axe de révolution. Ces éléments engendreront par
leur révolution deux anneaux infinitésimaux dont les masses seront

p=2onyds et 2wy dS¥ =y

Soient a et b la plus petite et la plus grande distance de ces deux anneaux
infinitésimaux, M(a, b) la moyenne arithmético-géométrique de Gauss de ces
deux distances. L'énergie potentielle provenant de 'altraction mutuelle de ces

deux anneaux s’écrira

ou

J /" s » a
= ) X = g
Jy Vs(0=3)(5+x) br—a

La théorie des fonctions elliptiques nous enseigne que, lorsque z est trés
petit, J peul se mettre sous la forme

2 (2)logz + U(2),
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v el ¢ Gtant des séries ordonnées suivant les puissances de 2 ¢t dont il est aisé
de calculer les coefficients. Le terme de degré le moins éleve dans cette expres-

. A
sion est - log = Nous aurons

// o x,/'.,z\/:?j,".x,/sllr«.

\/l)—m at oo

Si l'on réduisait /39" & sa valeur approchde R, ot J & sa valeur approchée

16 8t , e
log ~ ou encore 2 log —-» on trouverait
r "

T4

W !_-// R log »’~ (/"w/*

Nous pourrons donc poser
W= iz ff o - e s

v

W lant 5 dr andeur r
le rapport  ¢lant de méme ox dre de grandeur que | -

On trouve, d’autre part, sans trop de difficullés,

4% / Ii]og e d‘\ AN = AL (lugﬁgi 4 x?) e “A..':..l.f B ( e x) -~ W',

W' contenant en facteurs des puissances supéricures des f3.
Pour le moment d’inertie I on trouve

[ = 2 (q ;~"]t"»;- H r~*>-4~ .

I’ s’annulant avee les §.
Nous poserons, pour abréger

\V i (:_);,1 :*.:‘:[n

Pour qu’il y ait équilibre, il suffit que, pour toute déformation virtuelle
infiniment petite de notre surface, la variation 6U soit nulle. Or toute défor-

mation virtuelle peut étre considérée comme la somme de deux autres que nous
pourrons étudier séparément.

Dans la premiére déformation, R reste constani. La variation dU dépend
alors des variations des quantités 8. Si, d’autre part, nous appelons M la masse
totale de notre fluide, nous aurons

&
M= o -ﬂ&(r‘—’ ~+-2 ;1,,) .
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Il suit de la que, si R est constant, il devra en étre de méme de
2
I“-'—I-Z & = ri.
2

a2riR N =2r2 R
R 0
—— log o+ I

On peut donc écrire

=

2

<—l —r——logs—]i>+ 2 I+ U
n ry 2

Dans cette formule on a posé

L
%

r=8eF, Io=m (2r§R3+§Rr§),

U’ . . .
et le rapport 7 est infiniment petit.

Soit U, la valeur de U quand on y annule tous les 8; soit Uy la valeur de U
quand on donne aux 8 des valeurs telles que

262 =Kri,

[[J] . On trouve alors

K étant une quantité trés petite, mais d’ordre moindre que
Ui—Up= AK + U} — U,

A étant un coefficient négatif dépendant de R et de ry. On en déduit, en tenant
compte des hypothéses faites sur les grandeurs relatives des quantités K et U':

U, < Uy

D’ou cette conséquence, que, si 'on fait varier les 3 d’une maniére continue,
la quantité 23} ne pourra devenir plus grande que Kr{, sans que U passe par
une valeur inférieure a Uy; ce qui prouve que la fonction U doit admettre un

maximum pour des valeurs des 3 inférieures a r, /K et par conséquent trés
petites. Ce maximum qne j'appelle u est fonction de R, r; et ©. -

Il reste a étudier la deuxiéme espéce de déformation de la surface annulaire,
pour laquelle R et par conséquent r, varieraient pendant que la section méri-
dienne resterait semblable a elle-méme. Il faut montrer qu’on peut trouver des
valeurs de R et des B, telles que la variation U soit également nulle pour les
deux espéces de déformations, c’est-a-dire que I’on ait & la fois

U==ui£[-j = 0.

dR
Or il est aisé de vérifier 'égalité

dU M2 1 VR °
ﬁ =-—%§ -R—Z lOgT - MR+H,
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Il représentant un ensemble de termes nigligeables devant les deux tlermes
conservés et 2’ une constante facile a délerminer.

Supposons que, R restant constant, on fasse varier w; 1 sera alors une
fonction de w, mais pour des valeurs suffisamment grandes de w (lesquelles

satisfont pourtant aux conditions de grandeur relative que nous nous sommes

aU . - .
unposées) —= sera certainement positif, et pour des valeurs asscz petites de o,

~R sera certainement négatif. Done, & chaque valeur de R correspond une

valeur de w telle que U'on ait 4 la fois

) d
U =, R = ¢ Q. F. D,

‘L’existence de la forme annulaire d’équilibre étant ainsi rigourcuscment
établie, il nous restc 4 en déterminer approximativement les éléments. A cet
effet, nous abandonnerons la fonction W dont nous nous sommes servis
jusqu’ici pour considérer le potentiel V.

Je considére d’abord le tore et j’¢tudic Pexpression du potentiel V en un
point de sa surface; ce potentiel est évidemment une fonction de Vangle ¢ qui
définit la position du point de la surface sur la section méridienne. En partant
de I'expression que j’ai donnée plus haut pour Pintégrale J, je suis arrivé a
montrer que V pouvait se metice sous la forme (*)

Vo=t (wu + vy log §’5) H

¢, et ¢, étant des séries ordonndées suivant les puxssances de el de cosg.

Les coefficients de ces séries s expmmem par des mtégraleq définies et les

prem1ers termes sont

38R & T 18
V=mnr2 logww + :I)»g- f]’{ cosa»-:; iﬁ (,Osqzl()“'ilj 4

Il faut ensuite introduire dans celle expression les termes correctifs qui
proviennent des coefficients que nous avons appelés B, c’est-a-dire que nous
devons maintenant tenir compte de ce fait que notre figure annulaire n'est pas
exactement un tore. Comme on voit sans peine que les coefficients B, f., . ..
sont trés petits par rapport i B,, nous négligerons ces coefficients ainsi que le
carré de 3.

(') Voir aux Notes, Figures annulaires.
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Les termes correctifs que nous nous proposions de calculer se réduisent

alors &
2
— ZE2T s 5.
2

L’expression du potentiel V étant ainsi corrigée, nous pouvons écrire les
conditions d’équilibre. La condition nécessairc et suffisante est, en effet, que
I'expression

w2
V+ (R~ rcose =+ 8, c05 29 coso -+ 33 cos3 9 cose ~+. . .
> ¢+ ¢ : P %

soit indépendante de I'angle . Dans I'expression précédente nous négligerons

. . r3 a
2 Y]
tous les termes qui contiennent en facteur i ou Bs, B4y ..., 0u B;, ou w8,

Elle ne contiendra plus alors que des termes en cos¢ ou cos2¢. Egalons & zéro
les coefficients de coso et cos2¢. Nous obtiendrons les deux équations

suivantes :
m S8R g=
el ) ° —
2ROgr+16R+er 0,
w? 2 e 7 W rk - 3z rk | GSR -0
4 9 = aR2 6 R 08T =

& étant exprimé par une intégrale définie.
On tire de la les valeurs approximatives de w2 et de B :

: 72/ 8R * log 2B
w‘zzg-’—é(lo{-";:‘“‘g) et ﬁ‘z:i_logi—,

h étant une constante numérique exprimée par une intégrale définie.
Onvoit ainsi que la section méridienne peut étre assimilée & une ellipse dont

2 .
‘-’4—0-%-- Quanl au moment de la quantité de

mouvement, il a pour valeur asymptotique

w 8R
MrR ;(log—r———%),

Paplatissement est approximativement

ce gui montre que ce moment croit indéfiniment quand R croit lui-méme,
tandis que la vitesse angulaire tend au contraire vers zéro.

Les mémes méthodes sont applicables a la troisiéme solution de MM. Tait et
Thomson, qui est celle ou la figure d’équilibre est formée de plusieurs anneaux
concentriques. L’existence de la solution se démontrerait comme plas haut.
Nous allons chercher 4 en déterminer les éléments.

Nous prendrons seulement deux anneaux que nous assimilerons a des tores



de rayons r’ el ', r et R, en négligeant les aplatissements des sections méri-
diennes. Ces deux tores devront avoir un plan de symétric commun, perpendi-
culaire 4 'axe. Nous appellerons ¢ angle que fait avec ce plan de symétrie le
rayon qui joinl un point M de la surface du tore au centre de la section
méridienne correspondante; nous appellerons de méme o Pangle analogue
pour le second tore. Nous supposerons I > R’. Nous appellerons V, le
potentiel en un point de la surface du premier tore ct V, la valeur du potentiel
en un point de la surface du second tore. Nous trouverons, en nous bornant

aux premiers lermes :

\ 2 Jos SR* m o ce (low SRy =r o SR = reosy
o=AErleg o e, g s iR Loy ) TR T TR T RZIR
S8R = S8R ¢ S8R zrt reosg
. W10 Rk oS DA -2 P Y.
Vi = nr'? log = o i 0S9 (log p 8) + =rtlog T TR T vy

Soientw elw’ les vitesses de rotation des deux tores; il faudra pour Uéquilibre
que les deux expressions
'

2 .
Vu—e——-z«(R “reosg), Vi-+ — ('~ r'cosz’)

soient indépendantes de ¢ et ¢, ce qui nous donne les deux équations

Wt R w3 o AR zriir o
PR TR T ( _a
, . h=8e ¥4
W R '8 lO"‘ARl - oyt o )
Py S R-——R ~

SiTon veut que o= o/, il faut donc que l'on ait

M=7r‘-’rr'(l’€—~|{')(%’{—.710e‘£'/‘—’l;' - %ﬁloﬁ&g)v

M étant la masse totale du fluide. Celle équation montre que R — R’ doit étre
trés petit par rapport a R, ou bien que I'on doit avoir approximativement

’

.

=i
=t~

Sieneffet R— R/ n’est pas trés petit par rapport a R, le produit m2rr' (R-—R')
est de méme ordre de grandeur que r*R, #*R/, ot M, et par conséquent le
dernier facteur du second membre, doit &tre fini.

Je réserve pour un article ultérieur la discussion de la stabilité de ces figures
d’équilibre. Je me bornerai, pour terminer, a faire la remarque suivante qui,
malgré sa simplicité, n'a pas été faite encore 4 ma connaissance.
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Si la vitesse angulaire » dépasse une certalne limite, il n’y a aucune figure
d’équilibre stable possible (*).

En effet, pour que I’équilibre soit stable, une condition nécessaire, mais non
suffisante, c’est que la résultante de l'attraction et de la force centrifuge, qui
doit étre normale a la surface d’équilibre, soit dirigée vers P'intérieur de la
masse.

Soient V le potentiel di a I'attraction, « la vitesse angulaire, r la distance a

I'axe, et posons

2

U=v+ 22
Les composantes de la force seront Z,U Z? ‘(Z,U et la force estimée suivant la

normale Z—Zg On aura d’ailleurs

d2U+d2U+@_d2V_' ﬂ+.@+0(ﬂ2~__47+2w2
dwr T Ay T der T dm® | dyE T der T 4T ’

[.e théoréme de Green donnera donc

f———- dw = M(2w?— {=x),

X

P’intégrale étant étendue a tous les éléments de la surface d’équilibre. Si
donc ® > /27, I'intégrale sera positive; il sera donc impossible que —- soit
toujours négatif, ce qui est nécessaire pour que la résultante de toutes les forces
soit toujours dirigée vers lintérieur de la masse. L’équilibre stable est donc

impossible. c. Q. F. D.

(1) Voir aux Notes, Masses fluides en rotation (résultats divers).

H. P. — VII.



SUR
L’EQUILIBRE D’UNE MASSE FLUIDE
ANIMEE D'UN MOUVEMENT DE ROTATION

Bulletin astronomique, 1. 2, p. fodb-413 (septeinbre 1885),

Dans le travail que j’ai récemment publié sur le méme sujet (), je n'ai
pas donné les détails des calculs. Bien que mon analyse différe peu de celle
qu’a employée M™ de Kowalewski dans ses recherches sur Panneau de
Saturne, il ne sera peut-étre pas inutile de revenir sur ces détails, ne fit-ce
que pour faire voir quelles sont les simplifications qui peuvent éire dues aux
hypothéses que l'on a droit de faire sur Uextréme petitesse de cerlaines
quantités.

11 s’agit d’abord de calculer le potenticl du tore. Soient O le centre du tore,
C le centre d’un cercle méridien, M un point quelconque du plan de ce cercle,
R la distance OC, w l'angle du plan OCM avec un plan méridien fixe, # et »
les coordonnées rectangulaires du point M rapporté a deux axes passant par le
point G, le second paralléle 2 'axe du tore. Les coordonnées de M rapportées a
trois axesrectangulaires danslespace serontalors (R -1 #) cosw, (R 4-z)sinw et 1.

Nous poserons de plus

£ == COS Y, ) == sing
et nous appellerons r le rayon du cercle méridien du tore, de telle sorte que
I'équation du tore, dans ce systéme particulier de coordonnées, se réduira

ap=r.

(1) Bulletin astronomique, t. 2, p. 10y (CEuvres de H. Poincaré, ce Tome, p. 17).





















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































